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��� ا	�����ت  :�����1� 

2u i j= +
� � ��

2vو  i j= −
� � ��

5و   3w i j= +
��� � ��

.  

u.أ��� ا	��اءات ا	����� ا	��	��  :  v
� �

v.و    w
� ���

u.و     w
� ���

  

) ا���اب : ). 1 2 2 1 0u v = × + × − =
� �

uاذن :   v⊥
� �

  

( ). 2 5 3 1 7v w = × + × − =
� ��

.و    1 5 3 2 11u w = × + × =
� ��

   

�����2:  ������ #"!ن  ��mد  ��� ا	�د ا	"	 
)ا	������ن  )3; 1u m− +

�
)و    )2 ;5v m−

�
  $�#�%��%  

u ا���اب : v⊥
� �

  �&'. 0u v =
� �

   �&'( ) ( )3 2 5 1 0m m− + × − + =  

6 3 5 5 0m m− − + =   �&'2 1 0m + =   �&'1

2
m = −  

� ��د  ��� ا :�����3�����د ا		m ن!"# �"	 

)ا	������ن   )1 ;2u m− +
�

1و   
2 ;

2
v m
 − 
 

�  $�#�%��%  

u ا���اب: v⊥
� �

  �&'. 0u v =
� �

   �&'( )( ) 1
1 2 2 0

2
m m− + − + × =  

22 2 1 0m m m− + + − + =   �&'2 3 1 0m m− + − =  
  �&'2 3 1 0m m− + ��� %��) ا	��د	� و��� :     =�  

5∆ و%&* 	���د	� ���$ ھ�� :  =
1

3 5

2
m

و  =+
2

3 5

2
m

−=  

� ا	���!ى ا	&�+ ا	��	�� :  :�����4- ����  

( )1;3A −  ( )3; 5B  و( )2; 3C )وا	�����   − )5; 2u −
�

  

uو AC)أ��� 1
�

ABأ��� : )2      CB
���� ����
i  

    1�2�ABC  ) %�ذا #��&�0 /�	&��� 	�3
 )1 : ا�����

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 1 3 3 9 36 45C A C AAC x x y y= − + − = + + − − = + =  

( ) ( )
2 2

5 2 5 4 9 3u = + − = + = =
�

  

2( ( )( )3 1 ; 5 3AB − − −
����

  �&'( )4; 5 3AB −
����  

( )3 2; 5 3CB − +
����

  �&'( )1; 5 3CB +
����

  

( )( ) ( )( )2
21 4 5 3 5 3 4 5 3 0AB CB = × + − + = + − =

���� ����
i  

  B �34 ا	)او'� -�  ���ABC&�0 أن  ا	�1�2  )3
� ا	���!ى ا	&�+ ا	��	�� :  :�����5- ����( )3;2A  1

;0
2

B  − 
 

    

)و )1; 4C − 5و   −
; 2

2
D
 − 
 

)  و  )1; 1E − 

     E �34 ا	)او'� -� ا	&�ABE  �5/�$ أن ا	�1�2  )1
2(   ��$    ABCD/�$ أن  ا	�/�6% 

7� أن ���$  أن "')ABCD ���% $��$ %�!ازي ا>9;ع و�9/
($'�%��% $'�5���'��$ أو ���$ أن ا	�%  

7� أن ���$ أن1 ا�����:"' ( AE EB⊥
���� ����

0AEأي ���$ أن :  EB =
���� ����
i  

( )2; 3AE − −
����

3و  
;1

2
EB  − 

 

����  

3 3 0AE EB = − =
���� ����
i  *&%وAE EB⊥

���� ����
   �ABE  34أي  

 �5�     Eا	)او'� -� ا	&
  %�!ازي ا>9;ع و�9�$  �ABCD��$ أن :1ط����) 2

$��'���% $�/���%     
: �&'�	 7

; 2
2

DC
 − − 
 

7و  ����
; 2

2
AB

 − − 
 

AB اذن : ���� DC=
���� ����

  

  %�!ازي ا>9;ع ABCDو%&* : 

 : ?	@A �&'�	و( )
2

27 49 65
1 1 4

2 4 4
AC

 = − + − = + = 
 

   

1و  65
16

4 4
BC= + ABاذن:= BC= : *&%وABCD $�%  

'$ %��%�'$ :2ط�����5�  ���$ أن ا	
: �&'�	 ( )4; 6AC − −

����
)و   )3; 2BD −

����
   

12 اذن : 12 0AC BD = − + =
���� ����
i  

ACو%&* :  BD⊥
���� ����

  :��$   ABCDو/�	��	%  
� ا	���!ى :�����6- ��� ا	�����  ا	������$ ا	��	���$ :  �

( )1; 1u − −
�

)و    )2;0v −
�

  

)�أ��� :  )1 )cos ;u v
� �

)�و     )sin ;u v
� �

    

2( ��B!�	او'� ا(�	 �C��  0�&�Cا�( );u v
� �

 

   ا�����:
1( �( ) �( ) 2 2 2 2

2 2
cos ; cos ;

22 2

u v xx yy
u v u v

u v x y x y

′ ′⋅ += = ⇔ = =
× × ′ ′+ × +

� �
� � � �

� �  

�( ) �( )
1 2

1 02 2
sin ; sin ;

22 2 2 2
u v u v

− −
−−= = − ⇔ =

× ×

� � � �
  

2�&'�	(�( ) 2
cos ; cos

2 4
u v

π= =
� )�و � ) 2

sin ; sin sin
2 4 4

u v
π π =− =− = − 

 

� �
  

و%&* 
4

π− ��B!�	)او'� ا�	ھ!  ��س �( );u v
� �

  

� ا	���!ى ا	&�+ ا	��	�� : :�����7- ���� 
( )3;3A و( )1;1B    و( )1;3C 

)�أ��� :  )1 )cos ;AB AC
���� )�و    ����� )sin ;AB AC

���� �����    

2( ��B!�	او'� ا(�	 �C��  0�&�Cا�( );AB AC
���� �����  

)� )1 ا����� : ) 2 2 2 2
cos ;

AB AC xx yy
AB AC

AB AC x y x y

′ ′⋅ += =
× ′ ′+ × +

���� ����
���� ����

���� ����
  

( )2, 2AB − −
����

)و    )2,0AC −
����

4ABو%&* :    AC⋅ =
���� ����

  

أ��د���� 
 �
ا��

 ا������

:�����  ا��%اء ا�"��� #� ا��"	�ى���ر�� �
  ا��"	�ى : ا�و�( ��ك ���م ����&��

 

  ا����ذ:
 ����
������   
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�( ) 4 4 1 2
cos ;

28 4 2 2 2 2

AB AC
AB AC

AB AC

⋅= = = = =
× ××

���� ����
���� ����

���� ����

�( ) �( )
2 2

2 04 2
sin ; sin ;

22 2 2 2 2 2
A B A C A B A C

− −
−−= = − ⇔ =

× ×

���� ���� ���� ����

2�&'�	(�( ) 2
cos ; cos

2 4
AB AC

π= =
���� ���� 

)�و  ) 2
sin ; sin sin

2 4 4
AB AC

π π = − = − = − 
 

���� ����
  

و%&* 
4

π− ��B!�	)او'� ا�	ھ!  ��س �;AB AC
���� ����

  

� ا	���!ى ا	&�+ ا	��	�� ::�����8- ���� 
 ( )4;1A  ( )0;5B    و( )2; 1C − −  

 BCوACو ABأ��� ا	���-�ت: )1
   3FABC ا�C&�0 ط��� ا	�1�2   
ABأ��� : )2 AC•

���� ����
   

)� ا�C&�0 أن :)3 ) 1
cos

5
BAC = 

)أ���  )4 )det ;AB AC
���� ����

)� و ا�C&�0 أن :  ) 2 5
sin

5
BAC = 

   ا�����:
1( ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

4 4 32 4 2B A B AAB x x y y= − + − = − + = =  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
6 2 4 36 40 2 10C A C AAC x x y y= − + − = − + − = + = =  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 6 4 36 40 2 10C B C BBC x x y y= − + − = − + − = + = =    

ACو%&* :  BC=  *&%وABC $� ��	وي ا���%  
2( ( )4,4AB −

����
)و    )6, 2AC − −

����
24و%&* :    8 16AB AC⋅ = − =

���� ����
    

3( �( ) 16 16 2 2 20 20
cos

20 1032 40 4 2 2 10 20

AB AC
BAC

AB AC

⋅= = = = = =
× ××

���� ����

���� ����
  

4( ( ) 4 6
det ; 32

4 2
AB AC

− −
= =

−

���� ����  

�( ) �( )
4 6

4 232 32 20 2 5
sin ; sin ;

160 58 20 8 20
AB AC AB AC

− −
−

= = = ⇔ =
���� ���� ���� ����  

�����9: 3��)أG�6 *��H&% ����% +6 ا	��� )D  $% �	�� IA �-

  ا	��Jت ا	��	�� :
1 (( ) : 2 5 0D x y− + = 2  (( ) : 1 0D x − =     

3  (( ) : 2 3 0D y − =  

G�6 ���H&% ����%0ax ا	�����3  ا����� : by c+ + =( )D  

 :  �)ھ );n a b
�

  

1( ( ) : 2 5 0D x y− + = ( )2;1n
�

  G�6 *��H&% ����%( )D  

2( ( ) : 0 2 3 0D x y+ − = ( )2;0n −
�

  G�6 *��H&% ����%( )D  

3( ( ) :1 0 1 0D x y+ − = ( )0;1n
�

  G�6 *��H&% ����%( )D  

�����10:3��)��د %�د	� ا	��� )D  �5�)ا	��ر %$ ا	& )1;2A  و

( )2; 3n −
��

 ���%*��6 *��H&% �     

��	���) ا���اب:�Cا $"�' $���  (ھ&�ك ط�'
) :1ط����  ) ( );AM n M x y D⊥ ⇔ ∈

����� �
0AM n = ⇔

����� �
i  

 �&'�	( )1, 2AM x y− −
�����

)و    )2; 3n −
��

  

( ) ( )2 1 3 2 0x y− − − = ⇔( ) / 2 3 4 0D x y− + = ⇔  

�3 أن :2ط�����  : I"M	ا G�6 ��"# 3���د	� %��%  
( ) / 0D ax by c+ + )و  = );n a b

�
 *��6 *��H&% ����%  

�3 أن : �( )2; 3n −
��

  G�6 *��H&% ����%( )D  

;2اذن:  3a b= = −  : N�O# �	د�)و%&* ا	� ) / 2 3 0D x y c− + =  

)و��3 أن :  ) ( )1;2A D∈ : �&�P ا	��د	� '�# *#��Fاذن ا��ا  

2 1 3 2 0c× − × + =  �&'4c )و%&* :  = ) / 2 3 4 0D x y− + =  

� ا	���!ى ا	&�+ ا	��	�� :�����11- ����:  
( )1;2A    و( )2;3B )و   − )0;4C   

1. 3��)��د %�د	� ا	��� )D  �5�]واC+ ا	 ]AB  

)��د %�د	�  .2  Aو ا	��ر %$ ا	&�ABC  �5ار#�7ع ا	�1�2  ∆(

5� 1 ا���اب:�]) واC+ ا	 ]AB  3 �6!دي��  ھ! %��

 G�6( )AB $% ��'وI  �5�]%&�QO ا	 ]AB  

  : I"M	ا G�6 ��"# 3���3 أن %�د	� %���  
( ) / 0D ax by c+ + )و  = ),A B a b

����
 �6 *��H&% ����% G( )D  

):  و	�'&� )3,1AB −
����

  G�6 *��H&% ����%( )D: 3 اذن; 1a b= − =  

 : N�O# �	د�)و%&* ا	� ) / 3 0D x y c− + + =  

3�)أن :  و� )I D∈  ت��Fب ا��ا��� J��6&� أوI  

,
2 2

A B A Bx x y y
I

+ + 
 
 

 �&'1 5
,

2 2
I

− 
 
 

  

( )I D∈ت��Fاذن ا��ا I : �&�P ا	��د	� '�#  

3 5 1 5
4 0 3 0

2 2 2 2
c c c =− ⇔ + + = ⇔− − + + = 

 
)و%&* :   ) / 3 4 0D x y− + − =  

2( (  Aو ا	��ر %$ ا	&�ABC  �5ار#�7ع ا	�1�2   ∆(

 �&'( )∆ G�6 G�6 �6!دي( )BC $% ��'وA  

)و%&* :  )2,1BC
����

  G�6 *��H&% ����%( )∆  

 : I"M	ا G�6 ��"# 3���3 أن %�د	� %���  
( ) / 0D ax by c+ + )و  = ),BC a b

����
  G�6 *��H&% ����%( )∆  

;2 اذن : 1a b= = : N�O# �	د�)و%&* ا	� ) / 2 0x y c∆ + + =  

)و��3 أن :  )A∈ � :Aاذن ا��ا��Fت  ∆&�P ا	��د	� '�#  

4 2 1 2 0c c= − ⇔ × + + )و%&* :  = ) / 2 4 0x y∆ + − =  

� ا	���!ى ا	&:�����12- ����+ ا	��	�� : �  

( )1;1A   و( )2;0B )و   − )3;5C   

1. 3��)��د %�د	� ا	��� )D  �5�]واC+ ا	 ]AC  

)��د %�د	�  .2  Cو ا	��ر %$ ا	&�ABC  �5ار#�7ع ا	�1�2 ∆(

5� 1 ا���اب:�]) واC+ ا	 ]AC  3 �6!دي��  ھ! %��

 G�6( )AC $% ��'وI  �5�]%&�QO ا	 ]AC  

�3 أن %�د	� %� � : I"M	ا G�6 ��"# 3���  
( ) / 0D ax by c+ + )و  = ),AC a b

����  G�6 *��H&% ����%( )D  

)و	�'&� :  )2,4AC
����

  G�6 *��H&% ����%( )D: 2 اذن; 4a b= =  

)N�O : و%&* ا	��د	� # ) / 2 4 0D x y c+ + =  

)و��3 أن :  )I D∈  ت��Fب ا��ا��� J��6&� أوI  
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,
2 2

A C A Cx x y y
I

+ + 
 
 

 �&'( )2,3I  

( )I D∈ ت��Fاذن ا��اI �#: �&�P ا	��د	� '  

16 2 2 4 3 0c c= − ⇔ × + × + =   
)و%&* :  ) / 2 4 16 0D x y+ − =  

2( (  Cو ا	��ر %$ ا	&�ABC  �5ار#�7ع ا	�1�2   ∆(

 �&'( )∆ G�6 G�6 �6!دي( )AB $% ��'وC  

)و%&* :  )3, 1AB − −
����

  G�6 *��H&% ����%( )∆  

 : I"M	ا G�6 ��"# 3���3 أن %�د	� %���  
( ) / 0D ax by c+ + )و  = ),AB a b

����
  G�6 *��H&% ����%( )∆  

;3 اذن : 1a b= − = − : N�O# �	د�)و%&* ا	� ) / 3 0x y c∆ − − + =  

)و��3 أن :  )C ∈ � :Cاذن ا��ا��Fت  ∆&�P ا	��د	� '�#  

14 9 5 0c c= ⇔ − − + )و%&* :  = ) / 3 14 0x y∆ − − + =  

�����13:: $����� ا	���!ى ا	���- ����  
2 3 1 0x y+ − =:( )D     3و

4 0
2

x y− + =:( )'D  

)ھ+   )D    و( )'D ؟ $'�%��% 

) ا���اب: )2;3n
�

  G�6 *��H&% ����%( )D 

3
; 1

2
n
 ′ − 
 

��
  G�6 *��H&% ����%( )D′ 

( )3
2 3 1 3 3 0

2
n n′ = × + × − = − =
� ��
i .  *&%وn n′⊥

� ��
  

: �) و/�	��	 ) ( )D D′⊥  

�����14:( ) : 2 0D x y− + )و  = )1;4A   �5� ��Aد %��-� ا	&

3��)6$ ا	��� )D  

) ا���اب: )( )
( )22

1 4 2 1 1 2
;

22 21 1
d A D

− + −
= = = =

+ −
  

�����15: :�5�� ا	���!ى ا	&- ����( )1; 3A − −  3��)و ا	��� )D  

2ا	@ي %�د	�* :  3 0x y+ − =  
1( �5�)6$ ا	�����A  3أ��� %��-� ا	& )D  

2( �5�� ا	&��Fد زوج إ��ا��H  �5�A  G�6ا	���+ ا	�!دي 	�&
 3��)ا	��� )D  

) )1 ا���اب: )( )
2 2

1 6 3 10 10 10 5
; 2 5

55 51 2
d A D

− − − −
= = = = =

+
  

2(  3���د	� د'"�ر#�� 	����% Jد أو���( )AH:  

( )2,1u −
�

)%���� %!��B ل  )D2 3 0x y+ − =  

)اذن  )2,1u −
�

  G�6 *��H&%( )AH :اذن( ) / 2 1 0AH x y c− + + =  

)و	�'&�   )A AH∈ : اذن ( ) ( )2 1 3 0c− × − − + = �&'1c =  

)و%&* :  ) / 2 1 1 0AH x y− + + =  

H �� ���طW ھ# �5( )AH و( )D  ت��Fاذن ا��اH  ل!�� �ھ

: ��H&	ا  
2 3 2 3 0

2 1 2 1 0

x y x y

x y x y

+ = + − = 
⇔ − + = − − + + = 

  �- G	ا>و �	د�)�X�ب ا	� )2× −  

2و��� :  4 6

2 1

x y

x y

+ =
⇔ − + = −

���2 : و���W ا	��د	��$ و 3x y+ =  

2 4 2 6 1x y x y+ − + = − ⇔1 5 5y y= ⇔ = ⇔    
1و%&* :  2 3 2 3x x x y= ⇔ + = ⇔ + )و%&*  = )1;1H  

�����16: :  $��5�� ا	���!ى ا	&- ����( )1; 3A − )و   − )3;2B    

1(3��)��د %�د	� 	���� )AB   

2( �5�)6$ ا	�����O  3أ��� %��-� ا	& )AB  

 OABا�C&�0 %���� ا	�1�2 )3
4( �5�� ا	&��Fد زوج إ��ا��H د!�O  G�6ي 	�&��5 ا	���+ ا	

 3��)ا	��� )AB  

�د	� د'"�ر#�� 	������3  )1أ���� :% Jد أو���( )AB:  

( )4,5AB
����

)%���� %!��B ل  )AB    ( ),AB b a−
����

 ن :اذ   
5; 4a b= = −  

)و%&* :  ) / 5 4 0AB x y c− + =  

)و	�'&�   )A AB∈ : اذن ( ) ( )5 1 4 3 0c× − − × − + = �&'7c = −  

)و%&* :  ) / 5 4 7 0AB x y− − =  

2(    �&'�	( )0,0O  : اذن  

   ( )( )
( )22

5 0 4 0 7 7 7 7 41
;

4141 415 4
d O AB

× − × − −
= = = =

+ −
  

3(     �&'�	( )( );d O AB OH=      : اذن  

 ( )224 5 7 41 7 7

2 2 2 241 41
ABC

AB OH
S

+ −×= = × = × =  

4(  3���د	� د'"�ر#�� 	����% Jد أو���( )OH:  

�&'�	( )4,5AB
����

  G�6  ���H&% ����%( )OH    

): اذن ) / 4 5 0OH x y c+ +   و   =

) و	�'&�   )O OH∈ : 4 اذن 0 5 0 0c× + × + = �&'0c =  

)و%&* :  ) / 4 5 0OH x y+ =  

H  Wط��# �5�� �)ھ )OH و( )AB  ت��Fاذن ا��اH  ل!�� �ھ

: ��H&	ا  
4 5 0

5 4 7

x y

x y

+ =
 − =

 : ��H&	ھ@ه ا I��I ط�'�� ا	���دات 	���  

) ��H&	دة ا��%1 :�4) ھ 5
41 0

5 4
∆ = = − ≠

−
  

��I �; و���ا:ھ!# ��H&	و %&* ا

0 5

7 4 35 35

41 41 41
x

− −= = =
− −

   

4 0

5 7 28 28

41 41
y = = = −

∆ −
35   :و %&*  28

;
41 41

H  − 
 

  

)��د %�د	� د'"�ر#�� 	��ا4�ة  :�����17 )C  ھ�(A�% � ا	�

( )1; 3A − −  ��6�2Rو] =  

) ا���اب : )( ) ( ) ( )1 ² 3 ² 2 ²x y− − + + =( )C 

  '�"&&� ا�7�AJء /�@ه ا	"��/�   
: ��&- �M&	² أو ا ² 2 6 8 0x y x y+ + + + =( )C  

)��د %�د	� د'"�ر#�� 	��ا4�ة :�����18 )C  ھ�(A�% � ا	�

( )2;1Ω −  �5�)و#�� %$ ا	& )1;4A   
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�ع ھ@ه ا	�ا4�ة ھ! :  ���اب :ا[R A= Ω  

( ) ( )2 2 2 23 3 18 3 2A AR A x x y yΩ Ω= Ω = − + − = + = = 

�د	� ا	�ا4�ة ھ�:  و%&* %( )( ) ( ) ( )2 ² 1 ² 3 2 ²x y− − + − =( )C 

  '�"&&� ا�7�AJء /�@ه ا	"��/� 

  : ��&- �M&	² أو ا ² 4 2 13 0x y x y+ + − − =( )C  

: I"M	ا G�6 ��"#2و 2 0x y ax by c+ + + + =  

)��د %�د	� د'"�ر#�� 	��ا4�ة :�����19 )C  

]ا	�� أ�� أ �5رھ�   ]AB  1��( )1;3A  و( )1;1B −    

ة ھ! : ]�ع ھ@ه ا	�ا4� ا���اب :
2

AB
R =  

( ) ( )2 2
4 4 8 2 2

2
2 2 2 2 2

B A B Ax x y yAB
R

− + − += = = = = =  

)%�A) ا	�ا4�ة  )C  �5�]ھ! :%&�QO ا	 ]AB  

,أي : 
2 2

A B A Bx x y y
I

+ + 
 
 

 �&'( )0,2I  

  : �)و%&* %�د	� ا	�ا4�ة ھ ) ( ) ( )0 ² 2 ² 2 ²x y− + − =( )C   

:  �&' ² ² 4 2 0x y y+ − + =( )C  

)	��ا4�ة   ���د #��2; /�را %��':�����20 )C   

)ا	�� %�A)ھ�  )1; 2Ω −  ��6�2Rو] =    

)I�2�# /�را %��ي 	��ا4�ة  :ا���اب  )C : !ھ  

 1 2 cos

2 2 sin

x

y

θ

θ

 = +


= − +

  ( )θ ∈R  ����  /�را %��ي �

�����21: +�)��د %��!�6 ا	& ; )M x y  P��# �%$ ا	���!ى ا	�
 ��H&	ا 

   3 3 cos

1 3 sin

x

y

θ

θ

 = +


= +

     1��( )θ ∈R  

3 ا���اب : 3 cos 3 3 cos

1 3 sin 1 3 sin

x x

y y

θ θ
θ θ

 − = = + ⇔ 
− = = +  

  

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2
3 1 3 cos 3 sinx y θ θ− + − = + ⇔  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
3 1 3 cos sinx y θ θ− + − = + ⇔  

( ) ( ) 22 2
3 1 3x y− + − = ⇔  

 +�)و%&* : %��!�6 ا	& ; )M x y  ة�ا4�	ا �)ھ )C   

)ا	�� %�A)ھ�   )3;1Ω  ��6�3Rو] =  

�����22: �)��د  ط�� )E  +�)%��!�6 ا	& ; )M x y  $%

:P��# �  ا	���!ى ا	�
1(² ² 3 4 0x y x y+ − + − =  ( ) :E            

2(² ² 6 2 10 0x y x y+ − + + =  ( ) :E         

3(² ² 4 5 0x y x+ − + =  ( ) :E              

;1)  1ا����� : 3; 4a b c= − = = −  
 : ����( ) ( )2 2 4 1 ² 3² 4 4 1 9 16 26 0a b c+ − = − + − × − = + + = >  

)و%&* :  )E  ھ�(A�% ة�دا4( ; )
2 2

a b− −Ω  : 1أي 3
( ; )
2 2

−Ω  

 : ��6�و]
2 2 4 26

2 2

a b c
R

+ −= =  

2  (6; 2; 10a b c= − = =  
 : ����( ) ( )2 2 4 6 ² 2² 4 10 36 4 40 0a b c+ − = − + − × = + − =  

)و%&*:  )E : �5�;3) ھ� 6��رة 6$ ا	& 1)Ω −  

3  (4; 0; 5a b c= − = =  
 : ����2 2 4 16 20 4 0a b c+ − = − = − <  

)و%&*:  )E  �\�7ر	!�6 ا���	ا �  ھ

�����23: �)��د  ط�� )E  +�)%��!�6 ا	& ; )M x y  $%  

:P��# �11ا	���!ى ا	�
² ² 5 3 0

2
x y x y+ + − + =  ( ) :E    

11)   ا���اب :
5; 3;

2
a b c= = − =  

 : ����( )2 2 11
4 5² 3 ² 4 25 9 22 12 0

2
a b c  + − = + − − × = + − = > 

 
  

)و%&* :  )E  ھ�(A�% ة�دا4( ; )
2 2

a b− −Ω  : 5أي 3
( ; )

2 2
Ω −  

 : ��6�و]
2 2 4 12 2 3

3
2 2 2

a b c
R

+ −= = = = 

�����24: �)��د  ط�� )E  +�)%��!�6 ا	& ; )M x y  !ى���	ا $%

:P��# �  ا	�
1. ² ² 1 0x y+ − =  ( )E       
2. ² ² 2 6 6 0x y x y+ − − + =  ( )E       
3. ² ² 4 2 7 0x y x y+ − − + =  ( )E     
4. ² ² 8 12 0x y y+ + + =  ( )E       

²)  1 ا����� : ² 1 ² ² 1 0x y x y+ = ⇔ + − =  
)و%&* :  )E  ھ�(A�% ة�(0;0)دا4O  : ��6�1Rو] =  

2  (² 2 1 ² 2 3² 3² 1 6 0 ² ² 2 6 6 0x x y y x y x y− + + − × + − − + = ⇔ + − − + =  

( ) ( ) ( )2
1 ² 3 ² 4 2x y− + − = = ⇔  

)و%&* :  )E  ھ�(A�% ة�(3;1)دا4Ω  : ��6�2Rو] =  

3  (² 4 4 ² 2 1 1 4 7 0 ² ² 4 2 7 0x x y y x y x y− + + − × + − − + = ⇔ + − − + =  

( ) ( )2 ² 1 ² 2x y− + − =− ⇔  

)و%&* :  )E �	ا �  ��!�6 ا	�7ر\�ھ

4  (( )0 ² ² 2 4 4² 4² 12 0 ² ² 8 12 0x y y x y y− + + × × + − + = ⇔ + + + =  

( ) ( ) ( )2
0 ² 4 ² 4 2x y− + + = = ⇔  

)و%&* :  )E  ھ�(A�% ة�0)دا4; 4)Ω −  : ��6�2Rو] =  

���$ ا	��	���$    :         :�����25Bا���	ا ������% I�  
1(² ² 2 4 4 0x y x y+ − + − < 2(² ² 1 0x y+ − >   

  )1 ا����� :
² 2 1 1 ² 4 4 4 4 0 ² ² 2 4 4 0x x y y x y x y− + − + + × + − − < ⇔ + − + − <  

( ) ( ) ( )2
1 ² 2 ² 9 3x y− + + < = ⇔  

)و%&* :  )E 	ا I]ة ھ! دا�ا4�  �;%(1�A)ھ� ا	� 2)Ω −  : ��6�و]

3R =  
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2  (( ) ( )0 ² 0 ² 2² ² ² 4 ² ² 4 0x y x y x y− + − > ⇔ + > ⇔ + − >  

)و%&* :  )E  ھ�(A�% �و]�O  : ��6(0;0)ھ! [�رج ا	�ا4�ة  ا	�

2R =  

  
  �I %������ ا	&��H ا	��	��:         :�����26

² ² 1 0

² ² 4 12 0

x y

x y x

+ − >
 + − − <

   

  ا���اب :
²  أ) 4 4 4 ² 12 0 ² ² 4 12 0x x y x y x− + − + − < ⇔ + − − <  

( ) ( ) ( )2
2 ² 0 ² 16 4x y− + − < = ⇔  

� دا[I ا	�ا4�ة  ا	�� %�A)ھ� &4Rو]�Ω  : ��6(0;2)وھ@ا ' =  
)ب)  ) ( )0 ² 0 ² 1² ² ² 1 ² ² 1 0x y x y x y− + − > ⇔ + > ⇔ + − >  

�&1Rو]�O  : ��6(0;0)[�رج ا	�ا4�ة  ا	�� %�A)ھ�  ' =  

 ��H&	�6 ��!ل ا!��%( )E�  ھ� أزواج ا��ا��Fت ��+ ا	���!ى ا	�

 I]دا Wط��# G	ا �  و]�Ω  : ��6(0;2)ا	�ا4�ة  ا	�� %�A)ھ�  #&��
4R 1Rو]�O  : ��6(0;0)[�رج ا	�ا4�ة  ا	�� %�A)ھ� و   = =  

�  أي ا	�)ء %$ ا	���!ى ا	�_�ش /�	�!��$ %

  
)ا	!W9 ا	&��� 	��ا4�ة  أدرس :�����27 )C ھ�(A�% �  ا	�

( )1;2Ω  ��6�2Rو] =  3��)%W ا	��� )D *�	د�  : ا	@ي %

2 0x y+ + =  ( ) :D   

���  :ا���اب�( )( ),d PΩ ة�ا4�	ع ا�[ W% ر�����  و�

( )( )
2 2

1 2 2 5 5 2
, 2

221 1
d P R

+ +
Ω = = = > =

+
   

)ا	�����3 و%&* :  )D  ة�ا4�	ا W5�' J( )C  

  
�����28: ���)	�ا4�ةا � )C  ھ�(A�% �  ا	�

( )1;2Ω  ��6�2Rو] )ا	�����3  و = )D : *�	د�  ا	@ي %

2 0x y− + = ( ) :D   

)ا	�����3 /�$ أن )1 )D  ة�ا4�	ا W5�'( )C $��7��_% $��5�� �-  

��طW ا	�ا4�ة ) 2# +�)��د ا��ا��Fت � )C  3��)و ا	��� )D    

��� )1:ا���اب �( )( ),d PΩ ر�����ع ا	�ا4�ةو�[ W% �  

( )( )
( )22

1 2 2 1 2
, 2

221 1
d P R

− +
Ω = = = < =

+ −
   

)ا	�����3 و%&* :  )D  ة�ا4�	ا W5�'( )C $��7��_% $��5�� �-  

2( : ��د	� ا	�ا4�ة ھ%( ) ( ) ( )2
1 ² 2 ² 2x y− + − =  

�I اذن ا	&��H ا	��	�� : �  

( )( ) ( ) ( )
( )

2
1 1 ² 2 ² 2

2 2 0

x y

x y

 − + − =⇔ 
− + =

  

( )2 2x y+ = !ض -� ا	��د	� ⇔�( )1 2x y+ = : ��&-  

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 ² 2 2 ² 2x x− + + − = : �&' ( ) ( )1 ² ² 4x x− + =  

: �&' ² 2 1 ² 4x x x− + + = : �&' 2 ² 2 3 0x x− − =  
�28 -&��: ���� %��) ا	��د	∆   و%&* 	���د	� ���$ ھ�� : =

 
1

2 2 7

4
x

و =+
2

2 2 7

4
x

−= : �&' 
1

1 7

2
x

و =+
2

1 7

2
x

−=  

 a��A اذا
1

1 7

2
x

+=   ��2!ض -x y+ =   

 : ��&-1 7 5 7
2

2 2
y

+ += + =   

 a��A اذا
2

1 7

2
x

−=   ��2!ض -x y+ =   

 : ��&-1 7 5 7
2

2 2
y

− −= + =  

1و%* ����5 ا	���طW ھ�� :  7 5 7
;

2 2
A
 + +
  
 

1و   7 5 7
;

2 2
B
 − −
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�����29:���)	��ا4�ة   � )C   ھ�(A�% �)ا	� )1;2Ω  ��6�و]

1R )ا	�����3  و = )D : *�	د�  ا	@ي %

��3 /�$ أن ا )1���	( )D   ة�ا4��	س ��%( )C  

��5 ا	���س  ��د ا��ا��Fت )2�T  
��� )1 ا���اب:�( )( ),d PΩ ة�ا4�	ع ا�[ W% ر�����  و�

3y =  ( ) :D    �./�0 1 3 0x y+ − =  ( ) :D      

( )( )
2 2

0 2 3 1
, 1

10 1
d P R

+ − −
Ω = = = =

+
   

)ا	�����3 و%&* :  )D   ة�ا4��	س ��%( )C    

2( : ��د	� ا	�ا4�ة ھ%( ) ( ) 21 ² 2 ² 1x y− + − =  

�I اذن ا	&��H ا	��	�� : �  
( )( ) ( )
( )
1 1 ² 2 ² 1

2 3

x y

y

− + − =⇔ 
=

  

!ض -� ا	��د	� �( )1 3 y= : ��&-  

( ) ( )1 1 ² 1 1x − + = : �&' ( )1 ² 0x − = : �&' 1x =  

�):  و%&* ���5 ا	���س ھ )1;3T   

�����30:���)ا	�ا4�ة   � )C  ھ�(A�% �  ا	�

( )2;1Ω  ��6�5Rو] )ا	�����3  و = )D : *�	د�  ا	@ي %

3 2 0x y+ − = ( ) :D   

)ا	�����3 )/�$ أن 1 )D  ة�ا4�	ا W5�'( )C ��_% $��5�� �-$��7  

��طW ا	�ا4�ة ) 2# +�)��د ا��ا��Fت � )C  3��)و ا	��� )D    

��� )1ا���اب:�( )( ),d PΩ ة�ا4�	ع ا�[ W% ر�����  و�

( )( )
2 2

6 1 2 5 5 10 10
, 5

10 2103 1
d P R

+ −
Ω = = = = < =

+
   

)ا	�����3 و%&* :  )D ا�	ا W5�)4�ة ' )C $��7��_% $��5�� �-  

2( : ��د	� ا	�ا4�ة ھ%( ) ( ) ( )2
2 ² 1 ² 5x y− + − =  :b-�"#

² ² 4 2 20 0x y x y+ − − − =  
��طW ا	�ا4�ة  # +���د ا��ا��Fت ��( )C  3��)و ا	��� )D  

�I اذن ا	&��H ا	��	� : ��  
( )
( )

( )
( )

1 ² 2 0 1 ² ² 4 2 20 0

2 3 2 2 3 2 0

x x x y x y

y x x y

− − = + − − − =  ⇔ 
= − + + − =  

  

��� %��) ا	��د	��( )1  :��&-9∆   و%&* 	���د	�  =

���$ ھ�� : 
1

1 3
2

2
x

+= و =
2 1x = −   

•  a��A اذا
1 2x 4y-�ن :  = = −  

•  a��A اذا
1 1x = 5y-�ن :  − =  

)و%* ����5 ا	���طW ھ�� :  )1;5A )و  − )2; 4A −  

�����31:���)ا	�ا4�ة    � )C   

�د	��� : % �²ا	� ² 2 8 1 0x y x y+ − − + =( )1  

)ا	�����3 و )D: ي�را%���	ف /����2* ا� ا	�
1 2x t

y t

= +
 =

 ( ) :D 

( ) :t ∈ℝ  

)ا	�����3 )/�$ أن 1 )D  ة�ا4�	ا W5�'( )C $��7��_% $��5�� �-  

��طW ا	�ا4�ة ) 2# +�)��د ا��ا��Fت � )C  3��)و ا	��� )D  

!ض -� ا	��د	� )1:ا���اب �( )1  : ��&-  

( ) ( )1 2 ² ² 2 1 2 8 1 0t t t t+ + − + − + = : �&' 5² 8 0t t− =   

: �&' ( )5 8 0t t − =  

: �&' 
1 0t أو =

2

8

5
t =   

)ا	�����3 و%&* :  )D  ة�ا4�	ا W5�'( )C $��7��_% $��5�� �-  

2( a��A اذا
1 0t !ض - =�  �

1 2x t

y t

= +
 =

 ��&-1

0

x

y

=
 =

 :   

 a��A اذا
2

8

5
t 2-&���!ض  = 1

5
8

5

x

y

 =

 =


   

)ا	�����3 و%&* :  )D  ة�ا4�	ا W5�'( )C $��7��_% $��5�� �-  

��طW ھ�� :����5 ا	� و ( )1;0A  21و 8
;

5 5
B
 
 
 

  

�����32:  $"�	( )C : ��د	��� ا	�'"�ر#�� ھ% �ا	�ا4�ة  ا	�

² ² 4 2 1 0x y x y+ − − + =( )1   

)#�Ad أن ) 1 ) ( )0;1A C∈   3 ��دF(A�%  ة�ا4�	ع ا�)و] )C  

�د	� 	���س 	��ا4�ة ) 2%( )C   �5�� ا	&-A  

�P أن ا��ا��Fت ) 1 ا���اب :���( )0;1A  �	د��P ا	��#( )1  

0² 1² 4 0 2 1 1 0+ − × − × + = ( )و%&*  1( ) ( )0;1A C∈  

  
  4; 2; 1a b c= = − =  

 : ����( ) ( )2 2 4 4 ² 2 ² 4 1 16 4 4 16 0a b c+ − = + − − × = + − = >  

)و%&* :  )E  ھ�(A�% ة�دا4( ; )
2 2

a b− −Ω  : أي( 2;1)Ω −  

 : ��6�و]
2 2 4 16

2
2 2

a b c
R

+ −= = =  

�د	� 	���س 	��ا4�ة 2% (( )C   �5�� ا	&-A؟؟؟؟  

( ) ( )0 ;AM A M x y DΩ = ⇔ ∈
����� ����
i   : �&'�	و ( )0; 1AM x y− −

�����
و   

( )2;0AΩ −
����

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 2 0 0 1 0 ;x x y M x y D− − = ⇔ − − + − = ⇔ ∈  

( ) ( )0 ;x M x y D= ⇔ ∈  

)و%&* %�د	� %��س ا	�ا4�ة  )C  �5�� ا	&-( )0;1A 3��  ھ! ا	���

)ا	@ي %�د	�* :  ) : 0D x =  
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�����33: $"�	( )C : ��د	��� ا	�'"�ر#�� ھ% �ا	�ا4�ة  ا	�

² ² 4 4 2 0x y x y+ + + − =   

  3��)و ا	��� )D  : *�	د�3ا	@ي % 2 0x y+ − =  

)��د %�A) و]�ع ا	�ا4�ة )1 )C 

2( 3��)/�$ أن ا	��� )D ة   %��س�ا4��	( )C 

3( ���F5*  ��د إ��ا�)ا	�ا4�ة  #��س� )C  3��)و ا	��� )D  

��د %�A) و]�ع ا	�ا4�ة )1 ا���اب:�( )C  
  4; 4; 2a b c= = = −  

 : ����( ) ( )2 2 4 4 ² 4 ² 4 2 16 16 8 40 0a b c+ − = + − ×− = + + = >  

)و%&* :  )E % ة�ھ� دا4(A�( ; )
2 2

a b− −Ω  : أي( 2; 2)Ω − −  

 : ��6�و]
2 2 4 40

10
2 2

a b c
R

+ −= = =  

2( ����( )( ),d PΩ ة�ا4�	ع ا�[ W% ر�����  و�

( )( )
2 2

2 6 2 10
, 10

101 3
d P R

− − − −
Ω = = = =

+
   

)ا	�����3 و%&* :  )D   ة�ا4��	س ��%( )C  

��د ا��ا��Fت ���5 ا	���س �)3T  
 : ��د	� ا	�ا4�ة ھ%( ) ( )2 ² 2 ² 10x y+ + + =  

�I اذن ا	&��H ا	��	�� : �  
( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

1 2 ² 2 ² 10 1 2 ² 2 ² 10

2 2 3 2 3 2 0

x y x y

x y x y

+ + + = + + + =  ⇔ 
= − + − =  

  

!ض -� ا	��د	� �( )1 2 3x y= − -: ��& ² 2 1 0y y− + =  

: �&' ( )1 ² 0y − = : �&' 1y 1xو%&* : = = −  

 : �)و%&* ���5 ا	���س ھ )1;1T −   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 

« c’est en forgeant que l’on devient 
forgeron » dit un proverbe.  

c’est en s’entraînant 

régulièrement aux calculs et 

exercices que l’on devient un 

mathématicien  
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